ElNE NEUE UNENDLICHE ReIHE, DIE SEHR 

stark konvergiert und die 
Perimetrie einer Ellipse ausdruckt* 

Leonhard Euler 



§1 Nachdem ich einst viel damit beschaftigt gewesen war, dass ich viele 
unendliche Reihen, mit denen die Perimetrie einer beliebigen Ellipse ausge- 
driickt werden wiirde, zu finden, hatte ich kaum vermutet, dass noch ein- 
fachere und fur die Berechnung geeignetere Reihen solcher Art gefunden 
werden konnen, als die, die ich verstreut entweder in Comment. Petrop. oder 
in Actis Berolin gegeben habe. 

§2 Weil nun aber zufallig meine Uberlegungen in dieselbe Sache hineinge- 
stolpert sind, hat sich mir eine andere, und, wenn ich mich nicht tausche, 
um Vieles einfachere und gefalligere Reihe offenbart, deren Untersuchungen 
ich im Geiste so angestellt habe: Ich betrachte natiirlich den elliptischen Qua- 
dranten ACB (Fig. 1, p. 359), dessen Halbachsen CA = a, CB = b seien; die 
diesen parallelen Koordinaten nenne man CP = x und PM = y, sodass man 
aus der Gestalt der Ellipse diese Gleichung hat: 

bbx 2 + aay 1 = aa-bb 

oder 

2 2 
X V 
h — = 1 

a 2 + b 2 ' 



*Originaltitel: „Nova series infinita maxime convergens perimetrum ellipsis exprimens", erst- 
mals publiziert in „Novi Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 18, 1774, pp. 71- 
84", Nachdruck in „Opera Omnia: Series 1, Volume 20, pp. 357 - 370", Enestrom-Nummer 
E448, ubersetzt von: Alexander Aycock, Textsatz: Artur Diener, im Rahmen des Projektes 
„Eulerkreis Mainz" 
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aus welcher ich auf einzigartige Weise die Lange des ganzen Bogen AMB 
oder den 4.Teil der Perimetrie bestimme. 



§3 Weil also 



— + f- = 1 

a 2 b 2 



sein muss, fiihre ich eine neue Variable z in die Rechnung ein, indem ich 

x 2 1+z 



a 2 2 

setze, dass 

y 2 _ \-z_ 
b 2 ~ 2 

wird, woher 

X = a ^~~2~ unc ^ y = ^ 

hervorgeht und daher, indem man differenziert, 

adz , , — bdz 

ax = — -, und ay = 



2^2(1 +z) 2^2(1-2)' 
daraus berechnen wir, wenn wir den Bogen £>M = s nennen, sofort 
, 9 , 9 ,9 fl 2 dz 2 b 2 dz 2 

ds = d * + d " =8(TTi) + 8(T^) 

oder 

2 dz 2 / a 2 b 2 \ dz 2 (a 2 + b 2 -{a 2 -b 2 )z) 



ds z = ==- -— + 



8 Vl + z 8(1 -z 2 ) 

und daher durch Integrieren 



'fl 2 + fo 2 - (a 2 -F)z 



2v/2 



nachdem das Integral so genommen wurde, dass es fur x = oder z = 
— 1 gesetzt verschwindet; dann aber erstrecke man das Integral bis hin zur 
Grenze x = a, wo z = +1 wird, und so wird man gesuchten Quadranten 
AMB erhalten. 
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§4 Damit wir diese Formel als der Behandlung zuganglich ausgeben, wol- 
len wir der Kiirze wegen 

a + b = c und — ^ = n 

a 1 + b 1 

setzen. Auf diese Weise folgern wir namlich 



c f , \J\ — nz 



2V2J VT^z 1 ' 

wo wir die obere Wurzel auf gewohnte Weise in eine Reihe verwandeln wol- 
len: 

J\-nz = l-±nz- ^-n 2 z 2 - ±^n 3 z 3 - ^^V z 4 - ±l±^L n 5 z 5 - etc 

Vi 1 r HL 2-4" ^ 2-4-6" L 2-4-6-8" ^ 2-4-6-8-10"^ eLL ' 

welche einzelnen Terme uns zur einzigartigen Integration fiihren; und die 
beiden ersten werden freilich nach gegebenen Gesetz integriert, dass sie na- 
tiirlich fur z = — 1 genommen verschwinden, 

f dz . . , „. . , 

/ ; = arcsm z — arcsm ( — 1 ) = arcsm z + k n 

J VT^z 1 2 

und 

geben; daher wird also, wenn wir z = +1 nehmen 

dz , f zdz 

= n und / ; = 



VT^z 1 J Vi 



hervorgehen. 



§5 Fur die iibrigen Terme wollen wir die gewohnliche allgemeine Redukti- 
on betrachten: 

f Z A+2 dz , f Z A dz „ 111 n ■= 

/ , = A / - + Bz A+ Vl - z 2 , 

wo 

A = ±+l und „_ -1 



A + 2 - A +2 
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sein muss, sodass 



f z A+2 dz _ A + 1 r z A dz 1 A+1 /— 

7 7T^ ~ a+2 y TfTp " XT2 Z 



z 2 



ist, wo wir die Konstante nicht hinzugefiigt haben, weil diese Formel schon 
fur z = — 1 genommen verschwindet; daher wird man, wenn man gleich 
z = +1 setzt, 

A+2 dz A + 1 f z A dz 



r z A+/ dz _ A + 1 t 

J Tt^P ~ A+2y 



z- 
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erhalten. 



§6 Aus dieser Reduktion ist sofort klar, dass alle aus ungeraden Potenzen 
von z zu entstehenden Integrale per se verschwinden; fur die geraden Poten- 
zen aber erhalten wir fur unseren Zweck 



/ 



dz f z 2 dz x 



VT^ 2 y VT^z 



71, I — ; = ~7T 

« '■ 7 2 2 



Z 4 dz 1>3 /' Z 6 dz _ L..., 



^1^2 -24- y v ^2 -2-4.6 



etc. 



§7 Nachdem also diese Werte eingesetzt wurden, wird die Lange des Ellip- 
senquadranten berechnet, dass 



f 1 



hl„2 _ l-l-3-5,„4 . K3 



AMB = — = < 



C7T I 1 o./i^ o./i^.c^ 



2-4" 2-4-6-8" 2-4 



I 2-4-6-8-10-12" 2-4-6 eu - 

sein wird. Fiir diese Form aber wollen wir solange der Kiirze wegen 

AMB = -^={1 - an 1 - Bn 4 - jn 6 - Sn 8 - en w - etc} 
2y 2 

schreiben, welche Koeffizienten auf folgende Weise kiirzer ausgedriickt wer- 
den konnen: 

111 11 B 3-5 7 7-9 (5 11-13 

a = • - = — = — = — = etc 

2-4 2 4-4' a 8-8' B 12-12' 7 16-16' 



4 



§8 Weil also die gefundenen Koeffizienten eine so einfache wie aufierge- 
wohnliche Reihe festsetzen, scheint dieser Ausdruck, den wir gefunden ha- 
ben, jedenfalls besonders der Aufmerksamkeit wiirdig, weil die Terme sehr 
stark konvergieren und das natiirlch fur alle Ellipsen, deshalb weil jpqjp = n 
immer ein Bruch kleiner als die Einheit ist. Wir werden natiirlich 

CTC 



AMB = 



( 1 _ H«2 _ 14 3^ M 4_14 3_5 7-9 „6 
I 1 4-4" 4-4 8-8" 4-4 8-8 12-12" 



J ft ft o-o 

I —hi 3^ 7-9 11-13 
^ v ^ I 4-4 ' 8-8 ' 12-12 ' 16-16 

haben. 



tr — etc 



§9 Wir betrachten daher den Fall, in welchem unsere Ellipse ein Kreis des 
Radius gleich a wird; dann namlich wird b = a sein, daher c = a\/l und 
n = 0, woraus der Kreisquadrant hervorgeht, wie freilich all bekannt ist, 
gleich \na. 



§10 Darauf aber taucht auch ein hochst bemerkenswerter Fall auf, in dem 
die Halbachse CB = b = ist; dann namlich wird der Ellipsenquadrant 
AMB der Halbachse CA = a selbst gleich, aber fur unsere Formel wird c = a 
und n = 1 sein, nach Einsetzen welcher Werte wir die folgende Gleichung 
erhalten 



na 

a = 



( 1-1 1-1 3-5 1-13-5 7-9 \ 

1 • etc 

^ 4-4 4-4 8-8 4-4 8-8 12-12 J 



2V2 V 4-4 4-4 

welches genauer jener Fall selbst ist, in dem unsere Reihe moglich wenigst 
konvergent ist, und der deshalb unsere Aufmerksamkeit umso mehr verdient, 
weil die Summe dieser genau angegebenen werden kann, weil 

1 11 1-1 3-5 . y -r „. , 2V2 

1 — - — - — - — - • — — etc ins Unendliche = 

4-4 4-4 8-8 n 

ist. 



§10 [a] Wenn es irgendjemanden beliebt iiber diese Reise numerische Rech- 
nungen anzustellen, so wollen wir hier die Werte der Buchstaben a, B, 7, etc 
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in Dezimalbriichen beifiigen, die sich so verhalten: 



a. 


= 0,0625000 




= 0,0146484 


7 


= 0,0064087 


S 


= 0,0035798 


e 


= 0,0022821 


I 


= 0,0015808 


etc, 





nachdem aber nur soweit fortgesetzt wurde, geht 

l-a-0-7-£-e-£ = 0,9090002 

hervor; in der Tat aber findet man = 0, 9003200; daher sehen wir, dass 
die Summe aller folgenden Buchstaben rj, d, i, x, etc 0, 0086802 ergeben muss. 

§11 Im Ubrigen wird es fur die numerische Berechnung nicht wenig forder- 
lich sein bemerkt zu haben, dass unsere Koeffizienten auch auf die folgende 
Weise gefalliger ausgedriickt werden konnen: 

J_ 

16 

J_ — 
64 ' 16 
1 15 63 

144 ' 16 ' 64 
1 15 63 143 

256 ' 16 ' 64 ' 144 
1 15 63 143 255 

400 ' 16 ' 64 ' 144 ' 256 



§12 Bei Gelegenheit dieser Reihe, die wir gefunden haben, wird es der Mii- 
he Wert sein, deren Summe von der letzten aus zu untersuchen, das kann auf 
zweifache Weise gemacht werden; die erste Art, die ich schon einst vorgelegt 
habe und darauf sehr oft zum Nutzen angewendet habe, fiihrt uns zu einer 



oc = 

P = 

7 = 

S = 

e = 
etc. 
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Differentialgleichung, deren Integral durch die vorgelegte Reihe selbst ausge- 
driickt werde. Damit nun diese Methode leichter gehandhabt werden kann, 
wollen wir n = 2v setzen, sodass die zu summierende Reihe 



„ 1-1 2 1-1 3-5 4 11 3-5 7-9 6 

s = 1 v • v • • v — etc 

2-2 2-2 4-4 2-2 4-4 6-6 



wird. 



§13 Wir wollen diese Reihe differenzieren, dann aber wiederum mit v mul- 
tiplizieren, dass 

vds 11 2 1-1 3-5 4 1-1 3-5 7-9 6 



U — • —^V — " t — r " —^V etc 



dw 2 2-2 4 2-24-4 6 

hervorgeht, welche erneut differenziert 

d-wis „ „ 1-1 „ r 3 1-1 3-5 „ „ 5 
___ = -1 . 1 . v - __ . 3 • 5 • v 3 - — — ■ — — -7-9-v 5 etc 
dv 2 2-2 2-2 4-4 

liefert; auf diese Weise haben wir natiirlich aus den einzelnen Nennern 2 
Faktoren entfernt. 

§14 Nun aber wollen wir erneut mithilfe der Differentation die Nenner um 
2 neue Faktoren vermehren; fur dieses Ziel wollen wir die erste mit y/v mul- 
tiplizierte Gleichung differenzieren und es wird 

2d-sv^ _i 1-1 s 1-1 3-5„ 7 1-1 3-5 7-9„„ u 

— = +v 2 5v 2 • 9v 2 • • 13v 2 etc 

dv 2-2 2-24-4 2-24-46-6 

hervorgehen; man differenziere diese erneut und es wird, indem man wie- 
derum mit 2 multipliziert, 

AddsJv 3 1-1 „ r i 1-1 3-5 „ rt s 

— = -v~ J ~ tt^ " 3 • 5 • v 2 - — — • — — • 7 • 9 • U2 e tc 
dv 2 2-2 2-2 4-4 

sein, die mit vi multipliziert 

^dds^d 1-1 „ r 3 1-1 3-5 ^ „ 5 

„ , = —v — — — — • 3 • 5 • v — — — — - - — - -7-9-v etc 

dv 2 2-2 2-2 4-4 

erzeugt; oben aber haben wir schon 

d-vds 1-1 „ r 3 1-1 3-5 „ n 5 

, , = -v- — — -3-5- v 3 - — — ■ — — -7-9-v b etc 
dv 2 2-2 2-2 4-4 
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gefunden; weil die Reihen gleich sind, folgern wir daher diese Gleichung 

4y5dd • sy/v = dv ■ ds 
welche Gleichung die Relation der gesuchten Summe zur Variablen v enthalt. 

§15 Diese Gleichung also wird entwickelt ein Differential zweiter Ordnung, 
nachdem namlich das Zeichen dv als Konstante genommen wurde, wird we- 
gen 

r- -, r- 

d • s\/v = ds\/v H ■= 

2sjv 

, , r- , , r- dvds sdv 2 
ddsv^ = dds\/v ■' 



\/v Av\Jv 



sein, also 



Av^dds^/v = 4u 3 dds + Av 2 dvds — svdv 2 ; 
dann aber wird man wegen d • vds = vdds + dvds diese Gleichung haben 

ydds(l - Av 2 ) + dyds(l - Av 2 ) + svdv 2 = 

oder 

, , svdv 2 

vdds + duds + — r- = 

1 - Av 2 

§16 Die Konstruktion dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung also ist 
in unserer Macht; es sei namlich sie die Ellipse, deren Halbachsen a und b 
sein mogen und der vierte Teil ihrer Peripherie gleich q = AMB; dann aber 
nehme man ^ 

c = \/a 2 + b 2 und % — ^ = n = 2v, 
a 1 + b l 

daher, weil 

TTC 

a = — — s 

ist, wird 

2qV2 
s = — 

TIC 

werden. Schon wird wegen a 2 + b 2 = c 2 und a 2 — b 2 = 2c 2 v 
al= cHl+2 El ^ ^(1-2.) 
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sein. Deshalb wird unsere Konstruktion so beschaffen sein: Nachdem als 
Halbachsen der Ellipse 



l+2v , t \\-2v 
a = cy — - — und b = cy 

genommen wurden, sei q der vierte Teil der Perimetrie dieser Ellipse und es 
wird fur die Auflosung unserer Gleichung 

2qV2 
s = — 

TIC 

sein. Diese Gleichung, wenn wir s = setzen, wird diese einfachere Form 
annehmen 

z • dv 2 

ddZ + ■ r.,. — -7TT = 0, 

4v 2 (l-4v 2 ) 



fiir welche z = 2 „} v sein wird. 

TIC 



§17 Diese Gleichung wird weiter zu einen Differential erster Ordnung zu- 
riickgefiihrt werden, indem man z = ef tdv setzt; dann wird namlich 

t dv 
dt + tdV + 4,2(1 -4^) = ° 

resultieren, wenn sich daher t durch v bestimmen liefie, sodass das Integral 
J tdv bekannt werden wiirde, wiirde z = e-f tdv sein. 



§18 Dies war die erste Art aus der vorgelegten unendlichen Reihe ihre Sum- 
me zu finden, wo wir naturlich anstelle der konstanten Zahl die variable Gro- 
fie v eingefiihrt haben; auf eine andere Art daselbe zu leisten, von welche 
schon verstreut viele Beispiele auftauchen, wird eine solche konstante Grofie 
n zuriickgelassen; wir setzen aber n = 2m, sodass unsere zu summierende 
Reihe 

_ 1-1 , 1-1 3-5 . 1-1 3-5 7-9 



m 1 — - — ~ ■ -. — :»« 4 — - — - • - — - • - — -m 6 — etc 



2-2 2-2 4-4 2-2 4-4 6-6 

ist. 
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§19 Nun wollen wir aber ansetzen, dass 

s = j dz-J/l - 2m 2 p 

ist, nachdem natiirlich nach Ausfuhrung der Integration der variablen Grolie 
z ein bestimmter gewisser Wert zugeteilt worden war; wir wollen aber den 
Buchstaben p auch als variabel betrachten; von welcher Art diese Funktion 
von z genommen werden muss, dass diese Integration zu unserer unendli- 
chen Reihe fiihrt, werden wir auf die folgendene Weise untersuchen. 

§20 Nachdem aber die irrationale Formel (1 — 2m 2 p)? in diese unendliche 
Reihe 

1 m p m p m°p° — etc 

2 2-4 2-4-6 K 

entwickelt wurde, wird die Grolie s durch die folgende Reihe der Integralfor- 

meln betimmt werden 

1 2 f a 1-3 4 /" 2j 1-3-7 6 / 3 , t 

s = z — -m / pdz — - — -m I p dz — - — - — -m / p dz etc. 

2 y K 2-4 J y 2-4-6 y K 

Nun wollen wir aber festsetzen, wenn nach den einzelnen Integrationen der 
Variablen z ein bestimmter Wert zugeteilt wird, dass dann 

J pdz = ^z, J p 2 dz = ^ J pdz 

j p 3 dz = - J p 2 dz, J p 4 dz = — J p 3 dz 
etc 

sein wird; denn so wird namlich 

/ 1-1 2 1-1 3-5 4 1-1 3-5 7-9 . 
s = z \ 1 - — —m A - —— ■ - — -m* - — — ■ - — t • etc 
V 2-2 2-2 4-4 2-2 4-4 6-6 

werden, welche unsere vorgelegte Reihe selbst ist. 

§21 Nun also geht die ganze Frage darauf zuriick, eine Funktion welcher 
Art von z fur p genommen werden muss, dass jenes festgesetzte Verhaltnis 
der Integrale, wahrend natiirlich der Variable z ein bstimmter Wert zuge- 
teilt wird, erhalten wird; diese Relation aber wird im Allgemeinen so ausge- 
driickt: 
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wir wollen also, nachdem die Integrale noch unbestimmt genommen wurden, 
festsetzen, dass 

«-3 r.,^ dz , P*Q 



2A 

sein wird; nachdem also differenziert worden ist, wird 

p A dz = ^V^dz + y-'Qdp + ^ 

hervorgehen, welche durch p A_1 geteilt und mit 2 A multipliziert 

2Apdz = (4A - 3)dz + AQdp + pdQ 

liefert, und weil diese Gleichung bestehen muss, was auch immer A ist, liefert 
das uns diese zwei Gleichungen 

2pdz - 4dz - Qdp = 0, -3dz + pdQ = 0, 

aus denen sich jeder der beiden Funktionen p und Q bestimmen lassen wird. 

§22 Es ist hier aber vollig egal, ob p und Q Funktionen von z sind oder z 
und Q von p, solange deren Beziehung untereinander festgesetzt wird; aus 
der ersten aber haben wir sofort: 

1 

dz = -pdQ, 
welcher Wert in die erste eingesetzt 



^(p-2)pdQ-Qdp = 



liefert, aus welcher 



dQ _ 3dp __ 3dp 3 dp 



Q 2p(p-2) 4p 4(p-2) 

wird, woher durch Integrieren 

3 3 3 2 

log Q = ~ 4 log P + l log (P " 2) = + ^ log 

entsteht, woher 

s 3 

/» - 2^ 4 

Q = 2 ' ' 
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wird; dann aber, weil aus der ersten Gleichung 



Z(p -2) 
ist, wird daher 

dz= dp dp 



pl{p-2)\ W(p-2) 

sein. Nun aber muss besonders bemerkt werden, dass fur jede der beiden 
Integrationsgrenzen die dort hinzugefiigte algebraische Gleichung 

p A Q = 2p A -i(p-2)i 

verschwindet, und so ist klar, dass die Integrationsgrenzen p = und p = 2 
gesetzt werden miissen. 

§23 Siehe also unsere eingangs eingefiihrte Integralformel; auf diese Weise 
dargestellt 

r dp^/l -2m 2 p 
S -J yp^p-2) ' 

weil daher 

f dp 

J t/p 3 (p-2) 

ist, wird unsere vorgelegte Reihe selbst 

1- 1 2 1-1 3-5 4 

1 _ TT^ m - ^ — ~ • i — 7^ etc 

2- 2 2-2 4-4 

dem Bruch | gleichwerden, nachdem natiirlich diese Integrale so genommen 
worden waren, dass sie fur p = gesetzt verschwinden, dann aber setze man 
p = 2; deshalb sollten jene zwei Integralformeln so ausgedriickt werden: 



rd P 0^2^ ^ r dp 

y {/p 3 (2-p) y ^p 3 (2-p) 
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§24 Aus diesen also kann unsere oben gefundene Reihe 

. 1-1 2 1-1 3-5 4 
!-4^ n "4-4-^8" 6tC ' 

deren Summe wir schon eesehen haben zu sein, auch auf diese Weise 
durch zwei Integralformeln dargestellt werden, die, nachdem die leichte An- 
derung p = 2q gemacht wurde, sein werden wie folgt: die, die den Zahler 

festsetzt, wird 

f dr\/l — nnr 
S = J 03(1 _ r ) 
sein, die andere aber, die den Nenner festsetzt, 

_ f dr 
Z ~ J 3 (1 -r)' 

dieser Bruch selbst aber wird unsere Reihe beschaffen; nun aber sind die 
Integra tionsgrenzen r = und r = 1. 

§25 Noch kurzer konnen diese Formeln transformiert werden, indem man 
r — f 4 nimmt; dann namlich werden die beiden Integralformeln 



. dtVl - n 2 f 4 , f dt 

s = / — — und z = 



^1^74 J ^T^F' 

wahrend die Integrationsgrenzen noch immer t = und t = 1 werden; nach- 
dem das bemerkt worden ist, wird der Bruch | unserer Reihe gleich werden 
oder es wird 

s _ 2q^/2 

Z TCC 

sein, wo q den vierten Teil der Peripherie einer Ellipse bezeichnet, deren 
Halbachsen 

ll + n , \\-n 
cd — — und c\ 

sind. 



§26 Daher wird im Fall n = natiirlich | = 1, im Fall n = 1 aber wegen 
s = t = 1 wird 

1 2\/2 , /• df 7T 

- = oder z = / — ^=^= = — -= 

z n j yr~F 2^2 

werden, was freilich schon anderswoher bekannt ist. 
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